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摘要 


由 于 Lipschitz 函 数 类 具有 许多 很 好 的 逼近 性 质 , 对 Lipschitz 函 数 类 的 研究 
一 直 是 逼近 论 和 Fourier 分 析 中 的 热点 问题 之 一 . 特别 地 , 研究 一 个 函数 是 否 
属于 Lipschitz 函 数 类 具有 重要 的 意义 . 数学 家 们 利用 高 阶 差分 , 连续 模 等 工具 
对 Lipschitz 函 数 类 进行 了 许多 有 意义 的 推广 , 并 且 从 实数 域 推广 到 了 复数 域 的 研 
究 . 本 文 将 讨论 三 角 级 数 属于 高 阶 一 般 化 的 Lipschitz 函 数 类 的 充分 和 必要 条 件 . 

第 一 章 绪论 , 对 Lipschitz 函 数 类 的 推广 工作 以 及 三 角 级 数 属于 这 些 函 数 类 的 
充分 条 件 和 必要 条 件 的 研究 历史 做 简要 介绍 , 并 介绍 本 文 主要 工作 . 

第 二 章 研究 三 角 级 数 与 高 阶 Lipschitz 函 数 类 的 关系 . 

第 三 章 研究 三 角 级 数 的 导 函 数 与 高 阶 Lipschitz 函 数 类 的 关系 . 

第 四 章 研究 二 重 三 角 级 数 和 高 阶 Lipschitz 函 数 类 的 关系 , 给 出 了 二 重 正弦 级 
数 , 正弦 -余弦 级 数 , 余弦 -正弦 级 数 及 二 重 余弦 级 数 属于 高 阶 Lipschitz 函 数 类 的 
充分 条 件 和 必要 条 件 . 

本 章 在 第 二 章 的 基础 上 将 一 元 高 阶 Lipschitz 函 数 类 的 定义 推广 到 二 重 高 
Lipschitz AX. 具体 来 讲 , 利用 二 元 函数 的 (r,s) 阶 差 分 和 二 元 连续 模 定义 
了 二 元 周期 函数 的 高 阶 Lipschitz 函 数 类 Ars(w) . 

第 五 章 研究 二 重 三 角 级 数 的 偏 导 函 数 和 高 阶 Lipschitz 函 数 类 的 关系 . 给 出 了 
二 重 正弦 级 数 , 正弦 -余弦 级 数 , 余弦 -正弦 级 数 和 二 重 余弦 级 数 的 偏 导 函 数 属于 
高 阶 Lipschitz 函 数 类 的 充分 条 件 和 必要 条 件 . 


关键 词 : 高 阶 Lipschitz 函 数 类 ; 三 角 级 数 ; 充分 必要 条 件 ; 
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Abstract 


As we know, functions in lipschitz classes have many good approximation 
properties. The study of lipschitz classes is always one of the most important top- 
ics in approximation theory and fourier analysis . In particular, to test a function 
whether belongs to lipschitz classes is of very important values. Recently, a lot 
of mathematicians have made some great progress on generalization of lipschitz 
classes by applying higher order differences and modulus of continuity . In the 
present thesis, we devote ourselves to investigate the relations between trigono- 
metric series and the generalized higher order lipschitz classes. 

The thesis is organized as follows: 

In chapter one, we give a short survey on the study of the Lipschitz classes 
and our main results. 

In chapter two, we study on the relations between the sine, cosine series and 
the higher order Lipschitz classes. 

Tn chapter three, we study the relations between the derivatives of sine series, 
cosine series and the higher order Lipschitz classes . 

Chapter four, we study the relations between the double trigonometric series 
and the higher order Lipschitz classes. 

Chapter five, we study the relations between the partial derivatives of the 


double trigonometric series and the higher order Lipschitz classes. 


Keywords: Higher order Lipschiz classes; Trigonometric series: Sufficient and 


necessary condition ; 
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i 绪论 


1.1 研究 概述 


函数 论 的 一 个 重要 组 成 部 分 ， 涉 及 的 基本 问题 是 函数 的 近似 表示 问题 。 在 
数学 的 理论 研究 和 实际 应 用 中 经 常 遇 到 下 列 问题 : 在 选 定 的 一 类 函数 中 寻找 某 个 
函数 g， 使 它 是 已 知 函 数 f 在 一 定 意义 下 的 近似 表示 ， 并 求 出 用 g 近 似 表 示 f 而 产 
生 的 误差 , 这 就 是 函数 逼近 问题 . 人 们 常常 考虑 用 一 些 简单 的 函数 去 逼近 较为 复 
杂 的 函数 . 研究 Lipschitz 函 数 类 中 函数 逼近 的 性 质 一 直 是 逼近 论 研究 的 热点 问题 

首先 ， 我 们 来 回顾 Lipschitz 函 数 类 的 定义 : 


BOARS (x) E C(T) 对 所 有 Zz 和 t 满 足 


\f(z+t)-f(@)| < Ch, O<asl, 
其 中 常数 C 依 赖 于 F(z), 但 与 和 t+ 无关 , 那么 我 们 称 f (zx) € Lipa. 
wR BA f(x) € CU), 对 z 一 致 成 立 
lim |t|" Lf +4) — F(a) = 0, 


那么 就 称 F(z) € lipa. 


KEK w(6) 是 定义 在 [0, 27] 上 的 递增 函数 , 并 且 满足 以 下 条 件 
w(0) = 0, 
(51 + 52) < w(51) + w(b2), 0 Sb < bp < 1 +2 < 27. 
则 称 w(5) 是 一 个 连续 模 函 数 . 
定义 如 下 函数 类 : 
H“ = (() : MfG) - fG)) = O(w(h)), h> 0}. 


显然 地 , Hult) = 19, WAH” 即 为 Lipa. ARH” A Lipa CR 81 — A E $^ 
推广 . 
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因为 Lipschitz 函 数 类 中 的 元 素 具 有 很 好 的 性 质 ， 所 以 判断 一 个 函数 是 否 
属于 Lipschitz 函 数 类 是 很 有 意义 的 问题 . 包括 匈牙利 科学 院 院士 Leindler 教授 
fiAnal Math. 主编 F.Moricz 教授 等 在 内 的 众多 数学 家 在 此 方面 取得 很 多 有 意 
义 的 进展 . 


1948 年 ，Lorentz ([1]) 在 正弦 级 数 和 余弦 级 数 的 系数 为 单调 的 条 件 下 给 
Ë f(z) € Lipa (0 < a<1) 的 充 要 条 件 . 


定理 A. ian | 0 Ha, 为 正 弦 级 数 或 余弦 级 数 J(z) 的 系数 A f (a) € 
Lipa (0<a@<1) 当 且 仅 当 a, = O(n-!^?). 

1967 年 , Boas ([2]) 对 Lorentz 的 结论 做 了 推广 , 证 明 出 以 下 结论 : 

EHB. ita, 2 0 Ha, 为 正弦 级 数 或 余弦 级 数 /(z) 的 系数 ， 那么 1(z) E 
Lipa (O<a<1) SERS 


E» = O(n’), 


k=l 
或 等 价 地 
y» = O(n). 


ken 


继 Boas 和 Lorentz 之 后 人 们 对 以 上 问题 进行 了 更 为 深入 的 研究 . Leindler 
([3] 4[4]), Tikhonov([5]) 等 在 此 方面 做 出 许多 重要 工作 . 


让 Qs(0 € o < 1) 表示 由 连续 模 函 数 wa(6) 组 成 的 集合 ， 其 中 wa(6) 满 足 条 件 : 


(A) 对 任意 的 ao >a, 存在 一 个 自然 数 凡 = ula) 使 得 
DON (27^7^) > 2u,(27") 


RA F8 ELIJA GE; 


(B) HES E fikv, 存在 一 个 自然 数 N(v) 使 得 


Pawg (20) < 2 (277) 
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对 一 切 n > N(v) 成 立 . 
Németh [6] 把 定理 B 推广 到 f € Lipwo: 


HMC. Ra, 20, Ra, ALERKRRP ERAS (ce) MAK, wa € Na 0< 
a<1, 则 f(z) € Lips, 当 且 仅 当 


Es-o(«(2)). 


sm) 


一 个 很 自然 的 问题 是 : 如 何 进 一 步 放宽 定理 B 中 对 连续 模 w(6) 的 限制 条 件 . 
Németh[6] 证 明了 : 


或 等 价 地 


RED. kan > 0, Eas 为 正弦 级 数 或 余弦 级 数 f(z) 的 系数 ， 则 条 件 


Smo) 
E) 


可 推出 f(z) e HY. 


Tikhonov ([5]) 考 虑 了 分 数 阶 连续 模 对 Lipscchitz 类 做 一 般 化 推广 . 
一 个 非 负 序列 {an} 称 为 几乎 递减 《递增 )， 如 果 存 在 一 个 常数 C 使 得 


am € Can (am > Can) 对 所 有 的 m > n 成 立 . 


车 存在 e € (0,1) 使 得 {nfys} 为 几乎 递减 数列 , 则 记 作 7 e SQ; 

车 存在 e € (0,8) RB (n?-*5,) 为 几乎 递增 数列 , 则 记 作 7 € SQg. 

Ban} fb.) 为 连续 函数 J(z) 的 Fourier 系 数 . 若 对 所 有 正 整 数 mm 和 n 满 
足 anam > 0 和 bbm > 0, 则 称 f(z) BF BREC,. 

Tikhonov ([5]) i 88 Y T UE E: 
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定理 E. 设 y := {m} 为 一 非 负数 列 , 8 > 0. wWRy € SQ Ay € SQu, 那么 对 
任意 的 J(z) e C. 下 列 条 件 是 等 价 的 : 


Yan! + onl) = O(n), 
k=n 
Y EP (lanl + bal) = O (nan) , 
k=l 
ug (^) -0(). 
— He, Doy kay = O(no(1)) POE, a. = O(w(l)) 都 不 能 单独 作 
为 f(z) € H* 的 充分 必要 条 件 ( 见 Németh (6). 但 是 ， 如 果 系 数 序列 是 单调 


的 ，w(6) 的 限制 条 件 可 被 适当 放宽 ( 见 Németh [6]): 
ZEF. 如 果 an 10, 


oo 
Gz) = »» ay sin kx, 
k=l 


则 9 € He SHR% 


最 近 ， 许 多 数学 家 致力 于 三 角 级 数 属于 多 元 Lipsehitz 函 数 类 的 充分 必要 条 
件 的 研究 . Fülöp ( [7] 和 [8]), Móricz ((9]), Yu ([10]) 等 都 进行 了 这 方面 的 研究 


% —^— BARBRA {a,,i,5,=1,2,...} , aii 


Me 


So aij < 00, (1.1.1) 
j=l 

则 下 列 三 角 级 数 (分 别 被 叫 作 二 重 正弦 级 数 , 正弦 -余弦 级 数 , 余弦 -正弦 级 数 和 二 
重 余弦 级 数 ) 


oo oo 


fuls, y) = 5 Y sin iz sin jy, 
1 j=1 
æ co 

f(z, y) = > >》 oj sin iz cos jy, 
i=l j=l 
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"e 
faayy) = 35 ay cos iz sin jy, 


i=] j=l 


oo oo 
folz, y) = Do cos iz cos jy, 


i=l j=l 
是 一 致 收敛 的 , 因此 是 连续 的 . 
Roln) 为 二 元 连续 模 函 数 , Ro) 为 定义 在 |0,27] x [0,22] E Bi HE 
数 , 关于 各 个 变量 都 是 递增 的 , 且 满 足下 列 条 件 : 
w(0, 0) = 0, 
w(d1 + 52, 53) € w(d1, 53) + w(d2, 65), 


w(d1, bo + 03) € w(d1, 2) + (61,65). 
利用 二 元 连续 模 函 数 Yi [0] RAT FAZA- Mew Lipschitz B HH: 
HH” := {f(z,9) : |A (f; 2,08, n)| = O(w(d,n))}.- 
同时 他 研究 了 Js(z,y),a, 8 = 1,2, E T H H^ HRP LESH. 其 主要 结论 为 下 列 


定理 G 和 定理 H. 


ERG. 如 果 对 m,n = 1,2..., (aij) 满足 下 列 条 件 : 


5 Sg =O (m (= 


i=m41 j=1 


5 ‘5 s -o(o(z. 


i=m41 j=n+1 


ale 
31e 
ieu d 
xA 


ABZ fas € HH”, a, 8 = 1,2. 
定理 H. w$ fag € HH*, 0,3 = 1,2, 那么 ， 


Eiere (a) 


Bul Mi o GL rie 3C 绪论 


BA := (asma 为 二 元 实数 列 ， 如 果 存 在 一 个 正常 数 D> 2 使 得 对 所 
有 m,n = 1,2... 成 立 


2m Am 
lon EO) ee 


kam k- [itm] 

n Bh ou d 

Polani- aml CCA) 35 SE, 

im kalan) 
2m 2n am Sto lay 
X b» laxa — aktit — Ariti + Arruti| € C(A) L D A 
k-mi-m ke[A7*m] k-[A- 1n] 


其 中 C(A) 为 仅 依赖 于 A 的 正常 数 , 则 我 们 说 A 为 均值 有 界 变 差 二 重 数 列 , 记 作 : 
{amn} € MV BVDS. 

Yu ([10]) 给 出 了 fu e 五 页 "的 充 要 条 件 . 
EI. iE {ay} A — HHA Ala} € MV BVDS, Wf, c HH" 当 且 仅 当 


$75 ilg eu (mm A) ; 


i=l j=l 
Fülöp ([7]) 定义 了 二 元 Zygmund 函 数 类 A,(2) #02,(2): 
A2) := {f(e,y) : IJAP (fim, yh k)| < Khk, h>0,k>O}, 
Ao) = 9: Han netus) =O, A> Ok > Oh, 
其 中 
A?? (fsa, y; hk) = f(z +h y+ k) + f(z - hy - k) + f(z- hy - k) + f(z - hy — k) 
— 2f(a.y +k) - 2/(z,u — k) -2f(z hu) - 2f(z — h, y) + Af( v). 
Fülöp (AX T — € Z A A ACE T — 76Zygmund i HK AA, (2) 7), (2) 8 5 
要 条 件 , 事实 上 ， 他 建立 了 
定理 J. {aji j= 1,2,.…} 是 一 个 二 元 非 负数 列 且 满 足 (1.1.1), 则 
(1) fpa € A.(2), p,q = 1,2, 当 且 仅 当 


oo 


en (=): mn = 1,2,... 


i=m j=n 


(2) fog € M2), qi = 1,2, 当 且 仅 当 


mage i 
»»3 EE m,n > oo. 


i=m jen 
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Guo 和 Yu([11]) 将 A,(2) 和 和 ,(2) 推 广 到 下 列 一 般 化 的 Zygmund 函数 类 Az2(w) 和 X22(w): 


M22(w) := (f£ AP (om yh k)|=0(w(h,k)) h>0,k> 0}, 
doalw) = {F : AP (fim yi hk) = o(w(h,k)) h>0,k>0}. 


显然 , Solh, k) — hkit, Aso(w) f Ao) BP 79 A. (2) 0A. (2). 他 们 建立 了 


ZEK. 如 果 

六 =0 (nive (=. *)) 
errem m'n 

m co 
b» b» Paj = (mw (2:2): 
i=l j=n+1 b 

oo n 

L VP aj =O Ge G 2) 
ime j mm 


eL 
EEG) 


IRL fo (m, y) € Alw), p,q = 1,2. 


下 面 的 定理 则 给 出 了 fo(Z,Y) € Alw), p q = 1,2 的 必要 条 件 . 


EHL. tR ful y) € Azz(w),P,4 = 1,2, 那么 有 


m n 11 
MEN LI a0 (mou (s. :)) ` 
mn 


i=l jel 


SEP BL) = 3,8(2) = 2. 


如 果 对 w(uu) 附 加 一 些 条 件 , ERE folt y) € Alw), r.a = L28 X E 
4 up. 
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在 前 人 研究 结果 的 基础 上 , 我 们 继续 研究 三 角 级 数 及 其 导数 属于 高 阶 一 般 化 
的 Lipschitz 函 数 类 的 充分 必要 条 件 
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具体 而 言 : 
(1) 通过 研究 正弦 、 余 弦 级 数 的 系数 , 给 出 三 角 级 数 属 于 高 阶 一 般 化 
的 Lipschitz 函 数 类 Ar(w) 和 和 (ww) 的 充分 条 件 和 必要 条 件 . 


OFRER ARANAN PERSH Lipschitz AANA A. 
(3) 给 出 二 重 三 角 级 数 属于 二 元 高 阶 一般 化 的 Lipschitz 函 数 类 Ans(w) 和 》Xrs(w) 的 


充分 条 件 和 必要 条 件 . 


(4) 研究 二 重 三 角 级 数 的 偏 导 函数 和 高 阶 Lipschitz 函 数 类 关系 . 


三 角 级 数 与 高 阶 Lipschitz 函 数 类 的 关系 
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2 ”三角 级 数 与 高 阶 Lipschitz 函 数 类 的 关系 


给 定 一 个 非 负 序列 {ak} 满 足 
(2.1.1) 


S 
ye < oo, 


则 下 列 三 角 级 数 〈 分 别 为 正弦 级 数 和 余弦 级 数 ) 
fil) := >》 arsin ke, 


k=l 


hi) = $5 ap cos kT, 


k=1 
一 致 收敛 的 ， 因 此 是 连续 的 . 
=1,2,.., jz) 在 z 处 步 长 为 u 的 r 阶 差分 定义 如 下 


AN (fimu) = ye iy «(y (2 + pu) 


Mricz[12] 定 义 高 阶 Lipscchitz 类 Ar(a) 和 A 和 (a) 如 下 
Ar(a) := {f ifin) = OQ) 7>0}, 


Ar(a) := {f : lim" wr(f:7 


对 f(z) € CT), v 


7) =9, > 0}, 


其 中 
sup max|A'(f;z;u) 7 > 0, 
usy TET 


wor (fim) 一 


为 1(z) 的 r 阶 光滑 模 . 
Guo，Wei 和 Yu([13]) 借 助 连续 模 的 形式 推广 高 阶 Lipscchitz 函数 类 A,(a) 


和 Ar(a) 
Ar(w) := Cf : w(f,n) = O(w(n)), m > 0}, 
Au) := {f : wr(f,n) = o(w(n)), m > 0}. 
Belen ke 2} 是 一 复数 列 , 记 作 {ck} CC, WR 
(2.1.2) 


> lal < oo, 


kez 
9 
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那么 三 角 级 数 


p» ckeika =: f(z), TET :=(-7,7), (9.1.8) 
keZ 


是 一 致 收敛 的 . 
Guo, Wei 和 Yu([13]) 建 立 如 下 结果 : 
定理 21.1 (1) Rr=1,2,... E {4} CC 满足 


dz rate o (wu (2). Gia 
» HER (^ 9 (2.1.5) 


则 f(x) € Ar(w) . 
(2) 3X (e) 是 一 实数 列 , BMAD ERE m0. 若 w(t) 满足 


a [d -of ey n=1,2,..., (2.1.6) 


则 f(z) € An(w) 的 充分 必要 条 件 是 (2.1.4) ARE. 


定理 2.1.2 (1) 设 r = 1,2,..., 若 {a} CRA 


和 Ial=o (we G) ; (2.1.7) 


II<m 


> lel=o c (2) ; (2.1.8) 


lkl>n 


则 f(x) € A (w). 


(2) 3k (eu) 是 一 实数 列 , Bat MAREK > 0. $ wlt) 满足 


> G) =o (s (2)). BD, Dye (2.1.9) 


则 f(z) € AW) 的 充分 必要 条 件 是 (2.1.7) 式 成 立 . 
AC, 我 们 将 研究 正弦 级 数 和 余弦 级 数 属 于 Ar(w) 和 和 i(w) 的 充分 必要 条 件 . 
22 ”主要 结果 


下 文中 , 总 是 假定 {ax} 是 满足 条 件 (2.1.1) 的 非 负 序 列 BABU f(a) < 
Ar(w),p = 1,2 的 充分 条 件 . 
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定理 2.2.1 若 对 = 1,2... 成 立 


Y«-o(^ (3)) (ed. (2.2.2) 


M f(x) € AG) p = 1,2. 
RATAH E f(x) € Au) p= 1,2 的 必要 条 件 . 


定理 2.2.2 # f,(a) € Ac(w), p= 1,2, 则 


SOMO ay = 0 (vens (2)) : 
n 
k=1 


其 中 
A(r,1)—r, 了 为 奇数 ， B(r,2)=r4+1, 7 为 奇数 ， 
ar =r+1 rea, | B(r,2) =7， 为 偶数 . 
如 果 w(6) 满足 一 些 附加 人 条件, 我 们 可 以 获得 刻 (z) € AQ), p 1,2 的 充 要 条 
件 . 事实 上 , 我 们 有 如 下 定理 


定理 2.2.3 (i). Br 为 奇数 , w (2) 满足 


See) em 


则 户 (z) € Ar(w) 当 且 仅 当 (2.2.1) 成 立 . 


(i). Hr ABA, w (2) 满足 


Eee oma 


WW fi(z) E Alw) 24 84 35(222) 3r. 
(ili). Hr 为 奇数 , w (4) 38/6 (2.2.4), 则 户 (z) € Ar(w) 4ER 38 (2.2.2) Ra. 


(iv). #r 为 偶数 , w (4) 38/6 (2.2.3), Wh(z) € Ar(w) 当 且 仅 当 (2.2.1) 成 立 . 
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现在 , 我 们 给 出 定理 2.2.3 的 一 些 有 用 推论 . 


推论 2.2.1 (i). 假设 存在 J (n > 0) 使 得 {mw (3)) LER. Br 为 奇数 ， 
hi(z) € Ar(w) 当 且 仅 当 (2.2.1) oar. 


m 


(i). BUE Ep (0< pa cr) KG (mee(2)) 几 平 递增 Sr HBR 
Nfi(x) € A«(w) 当 且 仅 当 (2.2.2) 成 立 . 


- 


Gu). 假定 存 在 ia (0 < us <7) 使 {mw (1)) LPR. Br 为 奇数 
M f(z) € Ar(w) 4 AR 4(2.2.2) 成 立 . 


, 


(v). BOE py (un 0) f mro GI Afi Br 为 偶数 ， 
W fol) € Ar(w) 4 ER 24(2.2.1) 成 立 . 


»- 


推论 2.2.2 (i). Hr ATH, Wife A(a)(0<a <r) 当 且 仅 当 


So k'a = O(mr-9). (2.2.5) 
k=l 
(ii). Hr ABH, Me Ar(a)(O<a<r) SERS 
3a = O(n). (2.2.6) 
k=l 


(ili). Ar AAR, 则 户 E Ar(a) (0<a <r) 当 且 仅 当 (2.2.6) RE. 
(iv). Zir ABH, Wh EA(a)(O<a<r) S EHER 4 (2.2.5) 成 立 . 


注 1 . 当 'O' ROR, Alw) HO (Qo) RA, 定理 2.2.1- 定 理 2.2.3, 推论 2.2.1 和 
推论 2.2.2 仍然 成 立 . 


2.3 引 理 
引 理 2.3.1 Sir = 2m, m = 1,2... 时 , 有 


y(cy () cos k(x + jh) = 2"(coskh — 1)"eosk(z- mh), — (23.1) 
j-0 
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Ye” () sin k(z + jh) = 2" (cos kh — 1)" sin k(x + mh). (2.3.2) 
j-0 
br = 2m 一 lm 一 1,2,.…. 时 , 有 


Sey () cos k(a + jh) = —2" (cos kh — 1)"7! sin k(z + mh — Hsin Ei 
j=0 


2 
(2.3.3) 
Y 的 sin k(z + jh) = 2(coskh — 1)"" cos k(z + mh — Hsin, 
=0 
(2.3.4) 
证 明 : BA, RIA Móricz ([12): 对 mm =1,2,..,te R, 有 
= 2m —1Y ij m-1 m-l it 
Som = (1) z Jf m-t = 9m-l(cogt — ])"-!(e* — 1), — (2.3.5) 
j=0 
和 
2m om 
Som := 3 (-1) ( j pen = 2" (cost — 1). (2.3.6) 
j=0 
当 r = 2m, 由 (2.3.6), 得 
Deyv 的 cos k(x + jh) = Rey (-1) 3 (jea 
j=0 J j=0 J 
en 2m 
e Re c( s eres 
(Er 


= 9" (cos kh — 1)" Re (ei(mthtks)) 


= 9" (cos kh — 1)" cos k(z + mh), 


这 就 证 得 (2.3.1). 
类 似 地 , 可 得 (2.3.2) (通过 上 庶 部 代替 实 部 ). 
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Sr =2m—1, (2.3.5), 有 


m 


3s nu a esie = = ReYX- 13 (ee 


j=0 j=0 


2m-1 2 1 
cg (5: Co 人 m~ Jerga) 
i 


= 2"! (cos kh — 1)"-! Re ((eit- o _ 1)eerimi) 
= om- ee kh — 1)"-! Re (CNE gilezemih)) 
E 


cos kh — 1)^-! (cos(kz — kh + ory — cos(kz + mkh)) 


= -2™(coskh — 1)"7! sin k(a + mh — 2 sin n 


这 就 证 得 (2.3.3). 
类 仪 可 得 (2.3.4). 


引 理 2.3.2 #w (4) 满足 (2.2.5) , 则 对 任意 6 > r, 由 (2.2.2) 可 推出 
By 1 
Sax =O (Gren) i (2.3.7) 
证 明 : EN 为 整数 , 对 1 < n < N, HAbel’s 变换 , 可 得 
a> ie (1) Saat PM 
k=1 kak kant 
< > Sk- So 


i=k1 


让 趋 于 co, 由 (2.2.2) 9 (2.2.5), 有 


这 就 证 得 (2.3.7). 
引 理 2.3.3 Hw (1) 满足 (2.2.4), 则 对 任意 5 > r, 由 (2.3.7) 可 推出 (2.2.2). 
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证 明 : GEN 为 整数 , 对 2 < n e N, 由 Abel 变换 和 (2.3.7), 有 
N 1 n-l N-1 1 1 ki 1 N 
一 x E .6 EJ 5, 
5 5 (kay) = "2s DES 2 VE E iy) 2 DES wi ai 
"o ga Me gs Dn 


hin 


-o(S ze 3) 


GEN 趋 于 oo, 由 (2.2.4) 即 得 到 (2.2.2). 


2.4 ”结论 的 证 明 
定理 2.2.1 的 证 明 : 记 m := [1] 对 给 定 的 h > 0， 直 接 算得 


inne 1)” (T) sineta) 


k-l j=0 


A (fsa = 


e" (1 — ely? 
E 

<2 Sa 
m oo 
TOLY 2. 
k=l k=m+ 


kh| 
2 


si 


.Okh[" 
saig, = 54+ 82. 


由 (2.2.1), 有 
sı € hr S k'ar = O(w(h)) 
kal 
(2.2.2), 有 
8 <2" »» ak = 
k=m+1 


综合 以 上 两 点 , 证 得 f(z) € Ar(w). 


类 似 地 , TE f(x) € Ar(w). 

定理 2.2.2 的 证 明 : 我 们 通过 考虑 以 下 情况 来 证 

(i). r 为 偶数 , 记 r = 2m ,m=1,2,.... BAA(z) € Alw), 则 存在 一 常数 使 
a ETT (a + jh) | < Cw(h), h > 0. 


IA"( f=) 4% 2 
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三 角 级 数 与 高 阶 Lipschitz 的 数 类 的 关系 
(2.3.2), 得 


1A" (fia; h)] = 2” 


Ma ax(cos kh — 1)" sin k(x + n) 
kal 


= 22m Y a, (sin Eh om sin k(x + mh) 
k=l : 
< Culh),h> 0 


BR E Soc, 可 对 上 式 两 边关 于 z 在 (mh, 一 mh 十 h) 上 进行 积分 ,得 到 


mh+h 
gym sme A tl 


A?" (fu 2; h)dz 
= mh 


< 


—inhrh 
<f |A?"( fi; as h)| dedy 


mh+h 
«c rw w(h)dx: 


< Chw(h), 


h>0. (24.1) 
由 著名 不 等 式 
sint > x O<i< z (2.4.2) 
和 (2.4.1), 可 得 
人 (Sy <Chw(h), — h»0, 
ici 
dea [1]. 国 此 


n 


3a -0 Cu (2)) : 
cs n 


这 就 证 得 定理 2.2.2 Pp=1r 为 偶数 时 的 情形 


Gi) . r 为 奇数 , 记 7 = Im—-1,m=1,2,.... 因为 有 (x) € A,(w), d (2.3.4), # 
16 
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在 一 常数 C 使 得 


[arr fase; h)| = 


oo 


一 2 o — cos kh)"-! cos k(z + (m. — D» sin m 
= kh 1 
— 92m sin I mel eek: ee a E 
=2 2 a, (sin 5 ) cos k(a + (m z”) 
< Cw(h),h > 0. (2.4.3) 


BAR fy — Sol 对 (2.4.3) 两 边关 于 z te(—mh,—mh+ th) 上 进行 积分 ， 得 到 


mht 
-|/ A2m(fi; x; h)da 


—mh 


2m e ÔE ig am 


-mh+ kh 
< J | A?" (fis; h)| dedy 
—mh 


一 mh 十 二 天 
s w(h)dx 
-mh 


XCho(h | h»90. (2.4.4) 
(2.4.2) 和 (2.4.4), 有 
si /HN 
2 ET F) Sw), h>0, 
1 
其 中 n := [1]. 因此 ， 
2 zu (red) : 


这 就 证 得 定理 2.2.2 Pp=1,r Peres 


(ii). r 为 偶数 ， 记 r = 2m, mo = 1,2... 因为 及 (2z) € A (w), 由 (2.3.1), 则 存 
在 一 常数 C 使 得 


HA (fo: x, h)| = 


ya cue vc 7") eosk(e + jh) 
k= j=0 


=(2" S a,(1 — cos kh)" cos k(x + mh) 


Kal 


< Cw(h). 
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oo AN_2m 
1A?" fo; —mh;h)| = 2°" $» ak (sin =) < Cw(h), 
k=1 
由 (2.4.2), 有 
Yon = LW), 


k=1 


其 中 n := [1] 因此 
e e ay pl 
Xa =o (wath))- 


这 就 证 得 定理 2.2.2 中 p 一 2, r 为 偶数 时 的 情形 


(iv). r WH, ir 2 2m - 1, m — 1,2,.... 1829 f(x) € Ar(w), 由 (2.3.3), 存 
在 一 常数 C 使 得 C 使 得 
2m-1 


yas 2 (Cy y P) cosel 4 jh) 


|" Usi, h)] = 


pm Lat — cos kh)™™! sin k(z + mh — ) sin m 
< Cw(h). 
从 而 
[A2"1( - mh; h)| = 2"! ay (ss m < Culh), 
ae 2 
(24.2), 有 


ln = (w(h)) 


Ott 


其 中 心 :一 [1], 因此 


n 


Y, ka, =O (wud) 3 


k=1 


这 就 证 得 定理 2.2.2 中 p = 2, 7 为 奇数 时 的 情形 . 


定理 2.2.3 的 证 明 : (i)、 必 要 性 由 定理 2.2.2 得 出 , 充分 性 由 引 理 2.3.3( 取 5 — 7) 
和 定理 2.2.1 得 出 . 


(了 这， 必要 性 由 定理 2.2.2 和 引 理 2.3.3( 取 5 = r 十 1) 得 出 , 充分 性 由 引 
理 2.3.2( 取 6 =r) 和 定理 2.2.1 得 出 . 
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(ii). 必要 性 由 定理 2.2.2 f92| 23.308 = 7 十 1) 得 出 , 充分 性 由 引 
理 2.3.2( 取 6 =r) 和 定理 2.2.1 得 出 . 


(iv). 必要 性 由 定理 2.2.2 得 出 , 充分 性 由 引 理 2.3.3( 取 6 — r) 和 定理 2.2.1 得 出 . 
推论 2.2.1 的 证 明 : R (1. iE HA (1) (ii), (iii) 和 {iv) 的 证 明 是 类 似 的 . 


(i). 如 果 存 在 加 (0 < m) S &(m^o(L)btm7UE SEI, 


ERO -ESC«() 


LM 


因此 ， 推 论 2.2.1 的 (i) 由 定理 2.2.3 的 (i) 得 


(i). 如 果 丰 在 pez (0 < pa < ER (mio (L)} 对 m 几 乎 递增 ， 则 


Br (Be 


kl k=l 
ES (me (=) Fea) 
= omot) 


48 12.2.16 (ii) d E 2.2.3 i) E B. 


推论 2.2.2 的 证 明 : 设 
w(u) = u°, a > 0. 
Molu) 在 推论 2.2.2. 中 基于 参数 a 的 假设 满足 定理 2.2.3 的 条 件 . 因此 ， 推 论 2.2.2 由 
定理 2.2.3 得 出 . 
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3 正弦、 余弦 级 数 的 导数 与 高 阶 Lipschitz 函 数 类 的 关系 


3.1 主要 结果 
对 上 一 章 中 的 及 , fo, (au AR 
Ern < oo, (3.1.1) 
kel 


它们 的 s 阶 导数 
JP (a) := Mura sin (kx + m 
49) (x) = Ka, cos (kx + 5), 
是 一 致 收敛 的 ， 因 此 是 连续 的 
下 文中 , 总 是 假定 {ok} 是 满足 条 件 (3.1.1) 的 非 负 序列 . fO) e A,(w), 我 


MAS (x) € WA, (w). 下 面 给 出 户 (z) e WSA, (w) p= 1,285252 4 ft. 
定理 3.1.1 苦 对 六 一 1,2... 成 立 


Soka = 0 (ro (2)) (3.1.2) 


k=1 


Sem =0(0(2)), xis 


则 f(z) € W'A, (w), p = 1,2. 
我 们 有 如 下 户 (z) € WA, (w),p = 1,2 的 必要 条 件 . 


定理 3.1.2 # fi(z) € WeA,(w), 则 


(i). 当 7 为 偶数 ,，s 为 奇数 时 , 则 有 
Pr =0 (we (2) H (3.1.4) 
k=1 

(让)， 当 7 为 奇数 ，s 为 奇数 时 , MA 


Meta, {ri i ; (3.1.5) 
n 
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(ii)， 当 7 为 偶数 ，s 为 偶数 时 , 则 有 (3.1.5) 成 立 ， 
(iii). SrA Hak, s 为 偶数 时 , 则 有 (3.1.4) 成 立 . 
定理 3.1.3 # fo(z) € WA,(w), 则 

(i). 当 r 为 奇数 , s 为 奇数 时 , 则 有 (3.1.4) 成 立 . 

(ii). 当 r 为 偶数 ， s 为 奇数 时 , 则 有 (3.1.5) 成 立 

(iii). 当 7 为 偶数 ，s 为 偶数 时 , 则 有 (3.1.4) 成 立 . 
(iv). 当 7 为 奇数 , s 为 偶数 时 , 则 有 (3.1.5) 成 立 


3.2 ”结论 的 证 明 
定理 3.1.1 的 证 明 : 记 m := [1] 对 给 定 的 h > 0， 直 接 算得 


EE e ) sin (e ect) 


Sape (1 — ey 


ANC a h)| 


ES Koy | 
=g (> + 5) ke ag on = $1 S9. 
k=) k=m+1 
(2.1.1), 有 
ssh Yea w(h)). 
t (2.1.2), 有 


52 $2 37 k'ar =O (w(h)). 
k=m+1 


综合 以 上 两 点 , uS filr) € W'A (w). 
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类 似 地 , 可 证 户 (z) € W*A,(u). 

定理 3.1.2 的 证 明 : 我 们 通过 考虑 以 下 情况 来 证 

(i). r ABR s 为 奇数 , r= mM, s= 28 — 1, mn = 12,.. A 
AS €A,(w), (2.3.1), 则 存在 一 常数 使 得 


VA? £0): c; Rh) d» ka, x ae ; ig cos k(x + jh) 
=] 
= |2” jn k°ax(1 ~ cos kh)" cos k(x + sn) 
k=1 
< Cw(h). 
从 而 ， 
2m 
A(O; —mp; h)| = 2" 2 kag (sm *) < Cu 人 (月 
由 (2.4.2), 有 
Yo, = Otel) 
[mri 
其 中 := [i], 因此 


Ya -0 (we) 
k=1 n 


(i). r RAK, s 为 奇数 , Wr = 2m — 1 »8=2n-1,mn=1,2,.... B 
AL €A,(w), 由 (2.3.3), 存在 一 常数 使 得 C 使 得 


maa 2m —1 
|Azm- (JO; z,h)| ar > pas i )este + jh) 


alis ax(1 — cos kh)"-! sin k(z 4- mh — By ge th kh 


k=1 : 2 
< Cw(h). 
从 而 ， 
JAP FE; mh; h)] = 22-1 »» Kay (sim Ey < Cu(h), 
(2.4.2), 有 
Ra, = ris 
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其 中 nn -= [3], Bak 


Saray =0 (wa). 


k=1 


(iii). r 和 s 都 为 偶数 , 记 r = 2m , s = 2n, mn =1,2,.... HAF € Au), 
则 存在 一 常数 使 得 


CEDE < Cu(h),h > 0. 


tis Vy () sin k(z + jh) 


k-i j=0 


由 (2.3.2), 得 


[ACA s; &)) = 2" 


oo 

»» k*a(cos kh — 1)" sin k(x + sn 

k-i 

=m D sak(sin Eh yom sin k(x + mh) 
ERU 


k-1l 


< Cu(h), h > 0. 


既然 /fa 是 一 致 收敛 的 , 可 对 上 式 两 边关 于 z E(—mh,-mh +h) 上 进行 积分 , 得 
到 


om NO kh candle 
gen > k*7la, sin? 了 = / Am (A; 2; Ade 
-mh 


k-l 


+h 
af i. (9. a. h)|dzdy 


A. PA 
xc he 


<Chw(h), ^ h»0. (3.2.1) 


由 (2.4.2) 和 (3.2.1), 可 得 


kh 2m+2 
"De f (5) <Chu(h), — h»0, 


yea = 0 (e O) : 
= A 


(iv). r HAR, s ABH, 记 r = 2m — 1, s = 2n, mn = 1,2,... W 
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Af €A,(w), 由 (2.3.4), 存在 一 常数 使 得 


E 2m-1 bep cd 
Am 1 (9: s: h) j- =D ra, > Ci ) sinate + jh) 
k=l j=0 J 
= »»7 (1 — cos kh)! cos k(x + (m — SA) sin "m 
k=l E 2 
E] 
= 22m So ka, (sin Sees cosk(x + (m — D 
kl 
< Cu(h),h > 0. (3.2.2) 


BEAR FO (x) 一 致 收敛 的 , (3.2.2) 两 边 可 对 z 在 (一 mh, mh ia) 上 进行 积分 ， 得 
到 


kh —mh+$ gh 
Py to, sin? P s Aer? Ou; hydz| 


k=l 
mh+th 
sf. 
-mh 


mhih 
& e w(h)dax 


mh 


"fai h)| dedy 


<Chu(h), — h»0. (3.2.3) 


(2.4.2) 和 (3.2.3), 有 


an y^ ta, (Y 
2A ka| g) Ch) — h-0 


k=1 
其 中 n := [H]. 因此 ， 
1 
Ja 
2 ak (s s) 


定理 3.1.3 的 证 明 类 似 ， 在 此 略 去 . 
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4 ”二 重 三 角 级 数 和 高 阶 Lipschitz 函 数 类 的 关系 


4.1 引 


ul 


$E AL E3 5 Pak j,k 12.) 满足 

Yan < 09, (4.1.1) 
1 k=1 

则 下 列 三 角 级 数 (分 别 被 叫 作 二 重 正 弦 级 数 , 正弦 -余弦 级 数 , 余弦 -正弦 级 数 , 二 
重 余弦 级 数 ) 


Ms 


œ o6 


fuz, 9) = 9 79 oi siniz sin jy, 
i=l j=l 

fis, y) := Si 
i=l j=1 
LES 

falz, y) = $2 05 cos ix sin jy, 
isl j=l 
oo % 

faalt, y) := X Vas cos in cos jy, 
i=l j=l 


一 致 收敛 的 ， 因 此 是 连续 的 . 


对 任意 的 f(z,y) E C(T?), 及 7,s 二 1,2,..., f(z,y) 的 (7,s) 阶 差分 定义 如 下 : 
AN" (fia yh, k) -E E aaa JG) ean. 
n=0 5-0 7 


定义 二 重 高 阶 Lipschitz 类 Ar-s(w) 和 >-s(w) 如 下 : 


Ayo) := {f(z 9) € CCT?) : ACF; yh P| =O (o, E), b> 0,k > 0}, 
Ass(w) = {f(z,Y) € C(T*) : ||A(f; zy; h k)|| = o(w(h,k)), h>0,k>0}. 


明显 地 , 如果 r = s = 1. An,s(w) AHH, 如 果 r = s = 2, A?, 即 是 二 重 Zygmund 
XZZe. 

本 章 的 主要 目的 是 将 Lipscitz 类 和 2Zygmund 类 推广 到 高 阶 Lipscitz 函 数 类 ， 
并 给 出 二 重 正弦 级 数 , 正弦 -余弦 级 数 , 余弦 -正弦 级 数 , 二 重 余弦 级 数 属 于 Ag。 的 
充分 条 件 和 必要 条 件 . 


BITTE A BUE f LIE XC 一 重 三 角 级 数 和 高 阶 Lipschitz 函 数 类 的 关系 


4.2 ”二 重 正弦 级 数 与 高 阶 Lipscitz 函 数 类 的 关系 
定理 4.2.1 如 果 


H fule, y) € Ars(w) . 


定理 4.2.2 WBS, € Ars(w), JU 


UN NE Cy E per 
J kK ajy=O (vw n?u (21) " 
»» ak m'n 
te 7 十 1， 7 为 偶数 ， stl, 5 为 偶数 ， 
a 一 E x 
^ 7 为 奇数 ， 5, sn. 


如 果 对 w(6,7) 附加 一 些 条 件 , 我 们 可 获得 用 € Ars(w) 的 充 要 条 件 . 事实 上 ， 
我 们 有 如 下 定理 : 


定理 4.2.3 (i). Er 和 s 都 为 奇数 ,ww (2,1) 满 
Sle f i. d en 

XP Ga) ee = 
el yl d 11 

n Gor) 9 (Gea): nis 


对 所 有 的 m,n = 1,2,.., 则 fi1 € Ars(w) 当 且 仅 当 (4.2.1) 成 立 ， 


^u 


(i). Hr ABR, s 为 奇数 , w (4,1) MH (42.5), (4.2.6) 和 


Envie) em 


26 


杭州 师范 大 学 硕士 学 位 论文 二 重 三 角 级 数 和 高 阶 Lipschitz 消 数 类 的 关系 


Wifi € Ars(w) 当 且 仅 当 (4.2.3) RI. 


(iii). Br 为 奇数 ，s 为 偶数 ,并且 w (4,4) 满足 (4.2.5),(4.2.6) f 


Estes). a 


Wlfui € Ars(w) 当 且 仅 当 (4.2.2) 成 立 


(iv). Br 和 s 都 为 偶数 ， w (i.i Š 满足 (4.2.5)-(4.2.8), W fu € A-s(w) SAR 
4 (4.2.4) 成 立 . 


现在 我 们 给 出 定理 4.2.3 的 一 些 有 用 推论 、 


推论 4.2.1 如 果 存 在 jm (p,m > 0) f£ & (m^ (h, 2)} fa n^ G BE 
分 别 关 于 m 和 7m 儿 乎 递减 , 则 


(i). Br fus 都 为 奇数 ,fi1 E Anew) 当 且 仅 当 (4.2.1) RI. 


(ii). r 为 偶数 ，s 为 奇数 , 且 存 在 p (0< ua <r) ) {mw (去 Q4 
Tm 几乎 递增 , WM fis E A ow) S BG (423) 成 立 . 


(ui). Er HER, s 为 偶数 ， 且 存在 由 (0 < vz < s) Fn o (5,2) X 
Fn 几乎 递增 , WU fa E A,s(w) 当 且 仅 当 (4.2.2) 成 立 . 


(iv). Hr 和 s 都 为 偶数 , BE us, vs (0 < us < 7,0 <4 < s) RA {miu (2, 2)} 
和 {n%w (5, 1)) 分 别 关 于 m 和 nn 几乎 递减 , 则 及 € Ars(w) 当 且 仅 当 (4.2.4) 成 立 . 


推论 4.2.2 (i). Er fus 都 为 奇数 , 并 且 w(b m) =n? (0<a<r,0<B<s), 
Wh € Anew) 当 且 仅 当 


m n 
X Yan eO mu twm. 


j=) k=1 
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(ii). Er ABR, s ABR, # Awd, n) = à? (0 € a<r0<3<s), 
Whi € Ars(w) SERS 


3 y kajk =O (ment) ; 


j=m k=1 
(ili). Er 为 奇数 ，s 为 偶数 , # Ew, n) = 6" (0 <a <r,0 <8 <s), 
Whar € An w) 4ARY 


25 ras =O (mn?) : 


(iv). Xr ms 都 为 偶数 , 并 且 w(09) = ön (0 <a < r0 < B < s) 
Whi € Ars(w) 当 且 仅 当 


E» Sing =O (mn?) f 


j=m k-n 
2.40 Mo EU, 并 且 Ars(w) WO s Qo) BUS, 相应 的 结果 仍然 成 立 . 
下 面 我 们 给 出 一 些 引 理 . 


引 理 4.2.1 w Rw (4,4) 满足 (4.2.5), (4.2.6), 则 对 任意 的 6 2 r,n 2 s, 


min 


mon j 
> if jaje = O (wm (5 *)) h (4.2.9) 
j=l k mn 


可 推出 
3 和 
a) em 
fF nano lis), I 
引 理 4.2.1 在 [11] 中 已 证 得 . 


引 理 4.2.2 to Rw (1,1) 满足 (4.2.7) 和 (4.2.8), 则 对 任意 的 > rn > s, 
(4.2.12) 可 推出 (4.2.9)-(4.2.11). 
证 明 : 
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AM 和 NN 为 1 < m < MM,1 <n< NN 的 整数 , 由 阿 贝尔 变换 可 得 


2j dias b you =i Say ds 


i=1 i=l j=l j=j j=n+1 

yp ISS! aij 

jl j=h i=l 

n N m M M 

=u (Soe mY Ya ) 

1=1 j=j i=1 ist i=m+1 

N 

E EEY w 

p i=l j= 这 让 


AM 和 NN 趋向 于 co, 由 (4.2.12), 我 们 得 到 


这 就 证 得 (4.2.9). 


由 阿 贝 尔 变换 , 我 们 得 到 


m M M 
DE = S. (s (i 一 15) Say Ed X s) 


=} j-n jan Nh i-ü i-m4l 
<> on" 5 > ay. 
d-l isi) jan 


4M 趋向 于 co, (4.2.7), 得 到 


这 就 证 得 (4.2.10). 
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与 (4.2.10) 的 证 明 类 似 ， 到 (4.2.11). 
类 似 于 引 理 4.2.2， 我 们 有 如 下 引 理 : 


引 理 4.2.3 w Rw (2,1) 满足 (4.2.5) 和 (4.2.8), 则 对 任意 的 6 > rn > s, 
(4.2.10) 可 推出 (4.2.9), (4.2.11) 和 (4.2.12). 


引 理 4.2.4 如 果 w (1,1) 满足 (4.2.6) 和 (4.2.7), 则 对 任意 的 5 2 r > s 


mn 


(4.2.11) 可 推出 (4.2.9), (4.2.10) 42 (4.2.12). 
注 3: du Rig “O” 换 成 “0” , 则 引 理 4.2.1- 引 理 4.2.4 的 结论 仍然 是 成 立 的 . 
下 面 我 们 给 出 结论 的 证 明 . 


定理 4.2.1 的 证 明 Sm := 是 ,mn := 日 对 给 定 的 5 0, > 0. 这 里 [] 表 示 取 
整数 部 分 . 直接 计算 可 得 


5 E» Ask Se ire 人 sin j(z + uô) yy () sin kly + yr 


j=l k=l nz y-0 


oo oo 
< » > aje? (1 pr. etið)” eiku a p eitn)? 
j=) k= 


A™ (fu; 2,9; ôn) = 


r SOS 了 kn 
US Seu jk sn Is 
j=l k=l 
mon m æ o n © æ jl 
sem 22353 b» + P È s sin —| |sin 
j=l k-l jalkentl  jemdlk-l j=m+ k=n+] | 


由 (4.2.1) 可 得 


由 (4.2.2) 和 (4.2.3) ,可 得 


S, € 6 3^ S^ Fos = O(u(0,m), 


j=l k=n41 
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S, XYw Y Mak = O((5,n))- 


jem- k=l 


最 后 , (4.2.4) 可 得 


S,«27* Y^ SY aj = O(5n))- 


j=m+ k=n+1 


综合 以 上 , VER fule y) € Ars(w) - 
定理 4.2.2 的 证 明 : 分 四 种 情况 进行 证 明 . 


情形 1. r 和 s 都 为 奇数 , 设 r = 2mo 一 1，s — 2no 一 1 ，mo,no = 1,2,.…. 由 
Ffu € Ans(w), 由 (2.3.4), 存在 一 常数 C 使 得 


oo co ji 
X Mas (1 — cos jó)""*7! (1 — cos ken)?! sin (4) 
kl 


j=l 


cos j (: + mo— 3) s) sin (2) cos k (v + (s -— 3) ») 


XCw(0, 1), à 50,70. 


[A (f, y;ó, )] 2270*7 x 


Bf dp — 3 x UE, 可 对 上 式 两 边关 于 z 在 (一 mo6, 一 —4)6) 上 进行 积分 ， 
关于 y 在 (一 nom, 一 (no - 3) 四 上 进行 积分 , 得 到 


ee 
(mono) jJ» ye Zik sin2me JP s sin2n0 m- J 7 f AT (fis £, y; 6, n)dady| 


j=1 k=l angi an 
oo a 
<f [ 1A (fim, yi, | dedy 
-moô -non 
一 (mo- 直 5 p-(r0-3) 5 
$E / J w(5.n)dedy 
— in 


€ Cdnu(5, n); $70,520. (4.2.13) 


由 著名 不 等 式 (2.4.2) 和 (4.2.13), 可 得 


m n 2mo 
2 (mo-n. ajk (jÒ kn bral $20 0 
du is ) m” < Cônw(ô, n), > 0.7 > 0， 
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情形 2. r 为 奇数 ,5 AH, ter = 2mio — 1, s = 2no, Mo, no = 1,2,.… 由 
Thi € Ass), &(2.3.2), (2.3.4), 存在 一 常数 C 使 得 


Mas ll — cos jó)"7 (1 — cos ky)” 


j=) kel 


sin (2 cos j (s + (mo = 5) 2 sin k(y + non) 


<Cw(ô, n), ô > 0,7 > 0. 


[A (fiio y; ð, n)| 2700 


可 对 上 式 两 边关 于 z 在 (一 mo6, (m — 3) 6) 上 进行 积分 ,关于 在 (一 nor, -n+ 
n) 上 进行 积分 ， 可 得 


22(mot no) S na osin2mo FS 7 git am 


(mo-i)8 p-non+n i 
S [T Mu wi mdrdy 
—non 


j=l k=l -mo 
-(mo-i)8 p-non*n 
<f MO 
—moó -non 
-(mo-4)ð p-non+n 
«f TP 
mos non 
<Céimw(6,n), 6 >0,n > 0. 


(4.2.14) 


h (2.4.2) 和 (4.2.14), 可 得 


a 5 2mo kn 2no+2 
Q2(mo+ne) 5 ya Rd AG ) (2 z ) < Cónw(ð, n), 620,020, 


j=l k=! 


其 中 m := [n= [2]. 因此 ， 


= - 
Prag co (wena (2,3). 
m n 


j=l k=l 


情形 3. r 为 偶数 , s ATK. 证 明 过 程 同 第 二 种 情形 类 似 . 


情形 4. r us MARR, 设 r = 2mo, s = 2no, mono = 1,2,.…. HT fui € 
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杭州 师范 大 学 硕士 学 位 论文 
ms(w), 由 (2.3.2), 存在 一 常数 C 使 得 


D 


jx (1 — cos 75)" (1 — cos kn)" sin j(z + mod) 


Me 


* (fui, y; 6, n)| =2" 


(a7 
j=1 k=l 
x sin k(y + non)| 
œ oœ x k 
一 22(mo+no) b» E ają sin?” a sin?” = sin j(z + mod) 
j=1 k=) 
x [sin k(y + non)| 
820,520. 


<Cw(5,n), 
可 对 上 式 两 边关 于 Zz 在 (一 mo6. 一 mo6 十 6) 上 进行 积分 , 关于 对 y 在 (一 hon, 一 n07 十 


n), 上 进行 积分 ,得 
moS+d5 —non-n a 
[oO Snitz 


" j ki 
mo+2 n Sin2no+2 277 - "If. 
moó 


LN 
2(mo+no) Zik sin? 
2G L > jk sin’ 

moô+å jc 

JL | "(uie n) dedy 
—moó —non 
—moó4-6 —non+n 
Fors (6, n)dædy 
—moó —non 

< Cow, n), ô> 0, > 0. 
(4.2.15) 


(2.4.2) 和 (4.2.15), 可 得 
Zi 620,00, 


m n 2mo+2 
m 7 Ta [73 (3) ( : 


kn\ 20292 
2) < Cóno(0, n), 


j=l k=l 
定理 4.2.3 的 证 明 : (i). 必要 性 由 定理 4.2.2 得 出 , 充分 性 由 定理 4.2.1 和 引 
理 4.2.1 ( Rô =r, q = 3) 得 出 . 
Gi). 必要 性 由 定理 4.2.2 和 引 理 4.2.1 ( 取 5 — rtl, = 5) 得 出 , 充分 性 由 
得 出 . 


384.2.1 和 引 理 4.2.4 (WS 二 7,7) = s) 
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(ui). 必要 性 由 定理 4.2.2 和 引 理 4.2.1 (RS =r, = st 1)8 Hi, 充分 性 由 定 
理 4.2.1 和 引 理 4.2.3 ( 取 6 = 7 = s) H 


(iv). 必要 性 由 定理 4.2.2 和 引 理 4.2.1 ( 取 6 =r+17 = s 十 1) 得 出 , 充分 性 
由 定理 4.2.1 和 引 理 4.2.2 ( 取 5 = 7, = 5) 得 出 . 


推论 4.2.1 的 证 明 : (i)， 如 果 存 在 jn,w (nu > 0) 使 得 {mw (t, 1)} 
fa(n^u (去, 二 )} 分 别 关于 m 和 nn 几乎 递减 , 则 


-Er ea) 


(i; 


则 推出 (4.2.5). J& 4/09] 18 (4.2.6). 
此 , (i) 由 定理 4.2.3 的 (i) 得 出 . 


(ii). 如 果 存 在 la (0 < po <r) RAL mw (5, 3)) 关于 m 几 乎 递增 , 则 


SaGa) -i ed) 


则 推出 (4.2.7). 类 似 可 得 (4.2.8). 
因此 , (ii) 由 定理 4.2.3 的 (ii) 得 出 . 
类 似 的 , (iii) 和 (iv) 分 别 由 定理 4.2.3 的 (ii) 和 (iv) 得 出 . 


推论 4.2.2 的 证 明 : 设 
w(u,v) 2 u*v?, o, B » 0. 
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则 w (u,v) 在 推论 4.2.2 参 数 oa,B 的 假设 下 满足 定理 4.2.3 的 条 件 , 因此 , 推论 4.2.2 可 
由 定理 4.2.3 得 出 . 


4.3 ”二 重 余弦 级 数 与 高 阶 Lipschitz 函 数 类 的 关系 
定理 4.3.1 如 果 我 们 有 (4.2.1)-(4.2.4), BIA foo € Ac). 


定理 4.3.2 40K for € Ars(w) , 则 


EE)) 


jal kal 
eee r, 7 为 偶数 ， s, 5 为 偶数 ， 
Py? = = 

r+, 7 为 奇数 ， stl 5 为 奇数 . 


如 果 对 w(h,k) 附 加 一 些 条 件 ， 我 们 便 能 得 到 fz2 € Ans(w) 的 充 要 条 件 . 事实 
上 ， 有 如 下 定理 . 


定理 4.3.3 (i). r 和 s 都 为 偶数 ,并 且 w (4,4) 满足 (4.2.5), (4.2.6), Why € 
Ars(w) 当 且 仅 当 (4.2.1) 成 立 . 


(ii). r 为 奇数 ，s 为 偶数 ,并 且 w (4,1) 满足 (4.2.5), (4.2.6), (4.2.7), Wl foo € 
Ars(w) 当 且 仅 当 (4.2.3) 成 立 . 


(ii). r 为 偶数 ，s 为 奇数 , 3E Bo (4,4) 38/8 (42.5), (42.6), (4.2.8), M foo € 
Ars(w) 当 且 仅 当 (4.2.2) 成 立 . 


(iv). r fas 都 为 奇数 ,并且 w (1,1) 满足 (4.2.5)-(4.2.8), Jl for € Az. (o) E. 
仅 当 (4.2.4) 成 立 . 


现在 我 们 给 出 定理 4.3.3 的 一 些 有 用 推论 . 
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推论 4.3.1 RA yyy, (jm, > 0) 使 得 {mw (i.i ) fin^o [E93 
分 别 关 于 mm 和 nn 几乎 递减 , 则 


(i). Br fus BAGH, foo € Anw) 当 且 仅 当 (4.2.1) 成 立 . 


(ii). Br 为 奇数 ，s 为 偶数 , 且 存 在 la (0 < Ja <r) f (mw (4,4)} X 
于 m 几 乎 递增 , 则 foo € As(w) 当 且 仅 当 (4.2.3) 成 立 . 


(iii). Br 为 偶数 ，s 为 奇数 , 且 存在 由 (0 < ww < s) 使 得 {rw (1,2) * 
于 nn 几乎 递增 , 则 for © Anew) 当 且 仅 当 (4.2.2) 成 立 . 


(iv). Hr fes 都 为 奇数 , BF Eps, vs (0 < js <7,0 < ws < s) e (mou (去 ,二 )}》 
Fo {nw (1, 1)) 分 别 关 于 m 和 nn 几乎 递减 , 则 joo © Alw) 当 且 仅 当 (4.2.4) ÈT. 


推论 4.3.2 (i). Hr Ms 都 为 偶数 , w(h,k) = heke(0 <a<r0<B<s), 
则 fzz € Ans(w) SERS 
Y: Soi kaj = Om nP). 
j=l k=1 
(ii). Br 为 奇数 ，s 为 偶数 , wlh,k) = heka(0 < a < 7,0 < B < s) 
Hl for € Ars(w) 当 且 仅 当 
Skap =O (m nP): 
j=m k=1 
(ii). Xr ABR, s HAH, w(h,k) = hk’ (0 <a < 7,0 < B <s), 
DM feo € Anlo) 当 且 仅 当 


33 Mas =O (mW ms) A 
(iv). 4 r 和 s 都 为 奇数 , wh, k) = AKP(0 <a « r0 < B < s), Jl fo» € Ars(w) 
SERS 


下 面 我 们 给 出 以 上 定理 的 证 明 
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定理 4.3.1 的 证 明 证 明 过 程 同 定理 4.2.1. 


定理 4.3.2 的 证 明 分 四 种 情况 进行 证 明 . 
WA foo € Anew), 存在 一 常数 C 使 得 


|" (fao; 56,9] = > P» ak Pus (^) cos j(z + uà) Sap) cos k(y + vn) 


€ Cu(8,0),0 > 0,7 > 0. 
情形 1. > fus 都 为 偶数 , itr = 2 mo, s = 2no, mo, no = 1,2... H (2.3.1), 


co co 
JO" (foo; 2, y; 8, n) = 20t S Dal — cos jð)™ cos j(z + moó)(1 — cos in| 
| 


j=) k=1 


x |cos k(y + non)| (4.3.1) 
(4.3.1), 可 得 


[A (fao; —mo6, non 6.0) = 


oo 
geese) au — cos jó)"*(1 — cos kn)? 
j: ex 


œ oo IRA mo Dd 
6 ki 
g (mono) > > Qk sin (4) sin (=) 


JY 
€ Cw(5,n),5 » 0, > 0. (4.3.2) 


由 (2.4.2) 和 (4.3.2), 我 们 得 到 
. m n jo 2mo kn 2no - 
grono SS aye (3) (3) <Cw(5,9),  6>0,7>0, 


j=1 ki 


S Ow(5.n)) 
2mo 12: 2 
» 2j kajp = $2 mogfino ， 


Bp 
C S ii 
j Kaj, =O (menu, 2) 2 
»» 3 m n 


情形 2. r 为 偶数 ，s 为 奇数 , 设 r = 2m, s = 2no — 1, 由 (2.3.1) 4# (2.3.3), 


œ æ 
gEmotno) »» Mas — cos jd)" cos j(z + 779d){1 — cos k)"*7! 


j=1 k=) 


IAA (foo; £, yi 4,7) | = 


sin k(y + non 一 3) sin = 


(4.3.3) 
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(4.3.3), 我 们 得 到 


c ce 
IA (foy; =moð, —nom à. n)| = 2°") S ^ S ^a, (1 — cos j5)" (1 — cos kn)" 


j=l kei 
" oo oo . T) 2mo . k 2no 
= |2(mo+no) >》 > on sin (2) sin 的 
j=1 k=l 
€ Cu(d,n).6 > 0,7 > 0. (4.3.4) 


由 (2.4.2) 和 (4.3.4), 可 得 


m n jó 2mo kn 2no 
gone Y ayy (8) (3) XCo(hn) 6>0n>0, 


j=1 k=1 


32 COD) 


2 Qno ? 
JEI k=l an 
即 ， 


x Y rina =O (mn (5. *)) S 


j=l k=1 


情形 3 .证 明 过 程 同情 形 2 类 仪 ， 


WHA. r fos MARK, 设 r 一 2mo—1,s = 2ng — 1, Mo, ng = 1,2... 8 (2.3.3), 


o9 o j 
2(mo+no) > SS ajk(1 — cos j6)° sin j(x + moo 一 5 in 


j=1 kl 


IA (fos; £, y; 6, m)| = 


x 


(1 — cos kn)"*7! sin k(y + non 一 pe (4.3.5) 
B1 (4.3.5), 可 得 


[A^ (fao; — moó, —non; ô, n)| = 


LS s\2 
2(mo+no) > ajk(1 — cos jo)! sin (2) 


j=1 kal 
T 
(1 ~ cos km)"o 1 sin (2) 


oo oo £N mo 2no 
k 
2 > > ajk Sin (4) sin (3) 


j=1 k=1 


< Cw(6,n),5 > 0,5 > 0. (4.3.6) 


x 
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由 (2.4.2) 和 (4.3.6), 我 们 得 到 


m n jó 2mo kn 2no 
giorno) » Gk (4) (=) < Cw(6,n), 6>0,n>0, 


5 SLM "" O(w(ô.n)) 


mm 
Bp 
S So enge naga ll 
2,24 ae Gs =O (v m RT) : 


定理 4.3.3 的 证 明 : 
(i). 必要 性 由 定理 4.3.2 得 出 , 充分 性 由 定理 4.3.1 和 引 理 4.2.1 (Rd 9 ngos 
) 得 出 . 


(ii). 必要 性 由 定理 4.3.2 和 引 理 4.2.1( 取 6 =r +1, 二 5) 得 出 , 充分 性 由 定 
理 4.3.1 和 引 理 4.2.4 ( 取 6 =r,n=s ) 得 出 . 


(iii). 必要 性 由 定理 4.3.2 和 引 理 4.2.1( 取 6 = m. = 8 十 1 ) 得 出 , 充分 性 由 定 
理 4.3.1 和 引 理 4.2.3 ( 取 6 = rm = s ) 得 出 . 


(v). 必要 性 由 定理 4.3.2 和 引 理 4.2.1 ( 取 5 二 7 十 1,7 二 8 十 1 ) 得 出 , 充分 性 
由 定理 4.3.1 和 引 理 4.2.2 (RS mm = s ) 得 出 . 


推论 4.3.1 的 证 明 : 证 明 过 程 同 推论 4.2.1. 
推论 4.3.2 的 证 明 : 证 明 过 程 同 推论 4.2.2. 
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定理 4.4.1 如 果 我 们 有 (4.2.1)-(4.2.4), WA fis € Asso). 
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定理 4.4.2 WR» € A,,.(w), W 


n 


m 
n * og Tc 
J jk an=0 (mno (7.2). 
mn 
j=1 kel 


Suse rl, 7r 为 偶数 ， " 5, 5 ABR, 
P= , 8° :一 
F; r 为 奇数 ， stl, 5 为 奇数 . 


Au A Xtw(h, km — 84 ft, TERES TIAS € Ar-s(w) 的 充 要 条 件 . 事实 
上 ， 有 如 下 定理 . 


定理 4.4.3 (i). 如 果 r 为 奇数 ，s 为 偶数 ，w (去 ,上 ) 满足 (4.2.5)，(4.2.6) , 
Hfi € Ars(w) 当 且 仅 当 (4.2.1) 成 立 . 


(ii). Rr 和 s 都 为 偶数 , w (去 , 1) 38 E (4.2.5), (4.2.6) ,(4.2.7), 则 Pa € Ans(w) 
当 且 仅 当 (4.2.3) 成 立 . 


(十 )， 如 果 r fes 均 为 奇数 , w (L,1) 满足 (4.2.5)，(4.2.6) ,(4.2.8)， 则 方 。 € 
Ar-s(w) 当 且 仅 当 (4.2.2) RI. 


(iv). 如 果 r 为 偶数 ，s 为 奇数 ,w (4,1) 满足 (4.2.5)-(4.2.8), Jl fio € Ans(w) 
当 且 仅 当 (4.2.4) 成 立 . 


现在 我 们 给 出 定理 4.4.3 的 一 些 有 用 推论 . 


推论 1.4.1 如 果 存在 Wh. (jas 0) 使 得 {mm (2,2)] 和 {nw (4, 4)} 
分 别 关 于 m fon BR, 那么 


(i). dv ABH, s ABH, fio € Ars(w) 当 且 仅 当 (4.2.1) RI. 


(ii). Br fne 都 为 偶数 , 且 存 在 jz (0 < jz <7) B (Imo (1,1) * Fm 
几乎 递增 , 则 fi2 € Ars(w) 当 且 仅 当 (4.2.3) AX. 
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(ui). Hr fus HARK, 且 存 在 v2 (0 < v2 <s) 使 得 {nw (去 ,2)} XTn Ib 
PRR, WW fiz € A-s(w) 4 ERY (4.2.2) 成 立 . 


(iv). Ar 为 偶数 ，s 为 奇数 , 且 存 在 ji3,v3 (0 < pg < 7,0 < vs < s) ER (mv (4, 


fain^u (L,1)) 分 别 关 于 m 和 nn 几乎 递增 , Mfr € As(w) 358 5 H (42.4) 成 立 . 


推论 4.4.2 (i). 7 WAH, s 为 偶数 ,并 且 w(h,k) — h*k"(0 <a « r.0« B < s), 
则 fro € Anlo) SERS 


mon 


3» EDI 


j=l k=1 
(ii). r 和 s 都 为 偶数 ,并且 w(h,k) = AMO < a < r0 < 8 « s), Hfi € 
Ars(w) SERS 


oo 


y. 5: kajk = O(m en). 


j=m k=1 
(iii). r 和 s 均 为 奇数 ,并 生 w(h,k) = h k(O < a < r,0 < 8 <s), Whe € 
A,s(w) SERS 


$3 ui =O n? Sut, 


j-1 k-n 
(v). r 为 偶数 ，s 为 奇数 , 并且 ww(h,k) = hek8(0 < a < n0 « B « s), 
Whe € Ars(w) SERS 


5 ECT EO (mn?) 1 


jam k=n 
对 S 
falzu) = 》 ajk cos jz sin ky, 
j=1 k=1 
我 们 有 如 下 结果 


定理 4.4.4 如 果 我 们 有 (4.2.1) -(4.2.4), WA for € Ars(w). 


定理 4.4.5 "s € "MUR jul 


4l 
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"TN T, r 为 偶数 ， i stl, s 为 偶数 ， 
s, Ss 为 奇数 . 


如 果 对 w(h,k) 附 加 一 些 条件 。 我 们 便 能 得 到 fol e A-。(w) 的 充 要 条 件 . 事实 
上 ， 有 如 下 定理 . 


定理 4.4.6 (i) r AAA, s 为 奇数 ,并 且 ow (1,1) 满足 (4.2.5)，(4.2.6)， 
Jil for E Ars(w) 当 且 仅 当 (4.2.1) RI. 


(ii). r fus 都 为 奇数 ， 3E Bo (4,1) 满足 (4.2.5), (4.2.6), (4.2.7), Wha € 
Ar-s(w) 当 且 仅 当 (4.2.3) 成 立 . 


(ui). r des 都 为 偶数 ， 并 且 w (2,2) 满足 (4.2.5), (4.2.6), (4.2.8), 则 fa1 € 
Ans(w) 当 且 仅 当 (4.2.2) 成 立 . 


Gv). r 为 奇数 ，s 为 偶数 , 并 且 w (1,1) 满足 (4.2.5)-(4.2.8), Wl fox € As.) 
当 且 仅 当 (4.2.4) RI. 


下 面 我 们 给 出 定理 4.4.6 的 一 些 有 用 的 推论 . 


推论 4.4.3 WR Ep. (nu > 0) RA {mw (去 ,2)}》 和 {nw (4, 4)} 
分 别 关 于 m 和 nn 几乎 递减 , 则 


(i). #r ABA, s ATR, for € Ars(w) 当 且 仅 当 (4.2.1) 成 立 . 


(i). £v fos 都 为 奇数 , BE Ep (0 < ja <r) 使 得 {mw (1, 1)) 关于 mm 
几乎 递增 , W for € Ans(w) 当 且 仅 当 (4.2.3) RX. 


(iii). tr no 都 为 偶数 , AREY, (0 < vz < e) RA {nw (1,1)) 关于 nv 几 
TERI, RE for € Ars(w) 当 且 仅 当 (4.2.2) ROL. 
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(iv). Hr 为 奇数 ，s 为 偶数 , BEE, v (0 < p3 <7,0 < vs < s) 使 得 {msw (4, +)} 
fa (n'^w (去 ,二 )} 分 别 关 于 m 和 nn 几乎 递减 , 则 fy € Avv) 35 ER H (4.2.4) 成 立 . 


推论 4.4.4 (1). Br ABH, s HAR, # Bof, k) = ieke(0<a<m0< 有 < 
8), Wha € Ars) SERS 
Y: Y reas =O (men?*) . 
j=l kel 
(ii). #r fes 都 为 奇数 ,并 且 w(h,k) = h*k/(0 < a < r.0 « B « s), 
WU for € Ars(w) SARY 


> D kaj, = O (mn) " 


j=m k=1 
(iii). Br fus BAGH, #Hwlh,k) = h*k/(0 <a < 7,0 « 8 < s), 
TN for € A-s(w) ERS 


(iv). Ar 为 奇数 ，s 为 偶数 , H Hw(h,k) = h*k^(0 <a « r,0 « 3 < s), 
TU for E Anew) SERS 
SOS an -0 (mn?) : 
jomk=n 


下 面 我 们 给 出 以 上 结果 的 证 明 . 
定理 4.4.1 的 证 明 : 证 明 过 程 同 定理 4.2.1. 
定理 4.4.2 的 证 明 : 分 四 种 情况 进行 证 明 . 


情形 1. 7 为 奇数 , s ABH, Rr = 2mo 一 1，s = 2no, mono = 1,2,.... 由 
T fia € Ans(w), 利用 (2.3.4) 和 (2.3.1), 存在 一 常数 C 使 得 


oo co 
eine Xx y ajk(1 — cos 35)" cos (ie + mod 一 3) 


j-l k=1 


IA" (fioi £, —non;6,7)| = 


jó 
x lsin (1 一 cosh) 


2 
€ Cw(5,n),6 > 0,7 > 0. 
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fi fio 的 一 致 收敛 性 ,可 对 上 式 两 边关 于 7 在 (一 mo6, -moó 十 436) 上 进行 积分 , 可 得 


oo co 
22(motno) X b 
k=1 


j=l 


sin?” 25 aid 


-(mo-4)ë : 
5i A™ (fast, y; 8. nde 


mo^ 


2n9 Ru. 
2 


Sik 
Jj 


— 
< [ JA" Cras y: Ô, n de 


mod 


(mo-3)6 
< cf. w(d, mdr 
mod 


< Céu(5,n), 5>0.n>0. (4.4.1) 


H (2.4.2) 和 (4.4.1), 我 们 得 到 


gin) Y y Sik jk us (38) (a) «Chun 6 > 0,9 >0, 


j=1 kel 


3 Y iP ea = O(w(6, 力 ) 


aoe G2m0—yr0 
$3 Yan =O (ment, 2) , 
j-l kel PRIN: 


情形 2. r fus 都 为 偶数 , Rr = 2m, s= 2no, mono = 1,2,.… B T fiz € 
Ars(w), 利用 (2.3.1) 和 (2.3.2), 存在 一 常数 C 使 得 


由 fi2 H—- RAKE, 可 对 上 式 两 边关 于 z 在 (一 mo6, 一 mo6 十 6) 上 进行 积分 , 可 得 


co co jó —(mo-1)á 
g2(mo-+na) V ^ V DE sin2mot? 5 sin?” am J A™ (fiz; x, y; 6,n)dz 


—moó 


—(mo—1)6 
< ri IA" (fins yis) de 


-—moó 


—(mo-1)6 
«c Í w(6, ndz 


=moð 


< Cõwl,n). $20,520. (443) 


44 


杭州 师范 大 学 硕士 学 位 论文 二 重 三 角 级 数 和 高 阶 Lipschitz 消 数 类 的 关系 


22.4.2) (442), 我 们 得 到 
2mo+2 /J \ 2no 
gines 5 yz ax & (2) (3) «Ców(An, 6 >0,n>0, 
j=l kel 


其 中 m := GI (n= " 因此 ， 


M = O(w(6, n)) 


2m ono? 
j=1 k=1 


z i i 
T+1y.s, 7 十 1 s. 
3 i k*aj = O (v wan). 


j=l k=1 


情形 3. r 和 s 都 为 奇数 , Br = 2mo — 1, s = 2ng — 1, mono = 1,2,.… 由 
T fiz € As), 利用 (2.3.3) oe 存在 一 常数 C 使 得 


Di LÈ zo (1 ~ cos j6)"7! cos ( j( + mof 一 2) 


JA™ (f; £, —noj 6,9) = 


sin Pa — cos kr)"?7! (sin Ely 


€ Cw(d,7),5 > 0,7 > 0. 
由 fiz HR, 可 对 上 式 两 边关 于 z 在 (一 mo6, 一 mo5 + 18) 上 进行 积分 , 可 


E: 


tina dima) NT VA ik s amo JO ong KN 
Pid 05,2, 9m 1 sn Mm 
j=l kel 


—(mo-3)6 
J AP fio 2, y; 8, mdz 


mod 


(m-3)6 
sf 1A (fi2; 2,455, 0)| dz 


mod 


(mo-3)6 
< ef w(d,n)d: 


moë 


< Ców(,1)), à»0,5»0. (4.4.3) 
由 (2.4.2) 和 (4.4. 3) 我 们 得 到 


2no 
giron p ya ajr d (3) <Céul(5n). Ud, 
j=l k=l 


Herm = [i] n= [1]. 因此， 


one j2mo-1f 20g Ow (6, n)) 
m n 


1 1 
ret = rnstl E: 
J PR ajh pus w( D) 


j=1 k=1 
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情形 4. r 为 偶数 ，s 为 奇数 , er = 2mo, s = 2m — 1, mo,no = 1,2,... 由 
f fia € Ars(w), 利用 (2.3.2) 和 (2.3.3), 存在 一 常数 C 使 得 


[A™(fiz;z, —nom; ĝ, wl 


jel kei 


2 
(s a ) 


< Cw(6,1). 


x 


Hi fio 的 一 致 收 伍 性 , 可 对 上 式 两 边关 于 z dE (-moó, 一 mo6 十 0) 上 进行 积分 , 可 得 


=(mo-1)8 
ginem) y " 二 学 Qik sin2mot2 JÒ 2 ano ire D È J AM (fizi £, yid, nde 


< Cdw(d, n). 6>0,n>0. (44.4) 


h (2.4.2) 和 (4.4.4), 我 们 得 到 


220ma+no) Vs ag (ENP? (gH < CÓ n 
Pies E F < Ców(0,1), 5>0,7>0, 
j=) kl 
其 中 四 := [i], n= |i]. 四 此 ， 
m r+ips+l o 0 rinst iL l 
> k a= 0(m dE JE 
定理 4.4.3 的 证 明 :， (i). 必要 性 由 定理 4.4.2 得 出 , 充分 性 由 定理 4.4.1 和 引 
34421(Xó0—r,n-s)ftth. 


Gi). 必要 性 由 定理 4.4.2 和 引 理 4.3.2( 取 5 — rt 1,9 — s ) 得 出 , 充分 性 由 定 
理 4.4.1 和 引 理 4.2.4 (Mo=r,n=s5 ) 得 出 . 


(ui). 必要 性 由 定理 4.4.2 和 引 理 4.3.2( 取 5 — mr, — 5 十 1 ) 得 出 , 充分 性 由 定 
理 4.4.1 和 引 理 4.2.3 ( 取 6 =7,m = s ) 得 出 . 
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(iv). 必要 性 由 定理 4.4.2 和 引 理 4.3.2 ( 取 5 =rt+ln=stl] ) 得 出 , 充分 性 
由 定理 4.4.1 和 引 理 4.2.2 ( 取 6 =r, = s ) 得 出 . 


推论 4.4.1 的 证 明 : 证 明 过 程 同 推论 4.2.1. 


推论 4.4.2 的 证 明 : 证明 过 程 同 推论 4.2.2. 


定理 4.4.4, 定理 4.4.5, 定理 4.4.6, 推论 4.4.3 和 推论 4.4.4 分 别 与 定理 4.4.1, 定 
理 4.4.2, 定理 4.4.3, 推论 4.4.1 和 推论 4.4.2 的 证 明 类 似 , 此 处 省 去 . 
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5 二 重 三 角 级 数 的 偏 导 函 数 与 高 阶 Lipschitz 函 数 类 的 关系 


5.1 主要 结果 


FUE — E 3E fI (a5 j, k — 1,2,.…} 满足 
Y M itas < 00, (5.1.1) 


则 下 列 三 角 级 数 
fu(zy):- yy sin iz sin jy, 


iml j=l 


fale D i aij cos tx sin jy, 


i=l j=l 


fio(z,y) E sin iz cos jy, 


del joel 
oo 
> a;;COSir Cos jy, 
1 j=1 


Ms 


falz, y) := 


的 混合 偏 导 函 数 
f AS, 
~~ :一 kaj;cos iz cos jy, 
Deby LZ j jy 


8 99 co 
2 := 一 Z Y ikas sinis cos jy, 


ôzðy i=1 j=l 


ay, oo o% 
12 H > m 
Sis J J jkaj; cos ir sin jy, 
Oz0y i=l j=1 i 


ae PS 
= =) ^ jkajjsin izsin jy, 


s Hire. j=l 


ARAH, ELE XE SER. 


BLUT UE (ag ER (5.1.1). ARA Me CA, (u) pq = 1,2 的 充分 条 
件 和 必要 条 件 . 对 更 商 阶 的 偏 导 数 可 以 类 似 进 行 讨论 . 
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定理 5.1.1 X 


I 


定理 5.1.2 555 € Ao) , 
(i). 当 r 和 s 都 为 偶数 时 ， 则 


us - 
rete 0 (mna (3,3), 
mn 


(ui). Sir 为 奇数 ，s 为 偶数 时 , 则 


m n 11 
SOM Pk Haj =0 (vr (= *)) : 
m'n 


j=l k=l 


(iv). Sr fas 均 为 奇数 时 , 则 
aca e (mene ly ( 


je k=l 


定理 5.1.3 ELI < Ans(w)， 


(i). 当 7 为 奇数 ，s 为 偶数 时 ， 则 有 (5.1.6) 成 立 
(ii). 当 r 和 5 都 为 奇数 时 , 则 有 (5.1.7) 成 立 . 


(5.1.2) 


(5.1.3) 


(5.14) 


(5.1.5) 


(5.1.6) 


(5.1.8) 


(5.1.9) 
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(ii). 4r 和 s 都 为 偶数 时 , 则 有 (5.1.8) 成 立 . 
(iv). Sr 为 偶数 ，s 为 奇数 时 , 则 有 (5.1.9) 成 立 ， 


定理 5.1.4 Fh e AL), 


(i). Sr 为 偶数 ，s 为 奇数 时 , 则 有 (5.1.6) 成 立 . 
(这 )， 当 x 和 s 都 为 偶数 时 , 则 有 (5.1.7) 成 立 . 
(ui). Sr 和 s 都 为 奇数 时 , 则 有 (5.1.8) 成 立 . 
(iv). Sr 为 奇数 ，s 为 偶数 时 , 则 有 (5.1.9) 成 立 ， 


定理 5.1.5 FFM < Asso), 


人). 当 > 和 s 都 为 奇数 时 ， 则 有 (5.1.6) 成 立 . 

(站,， 当 7 为 奇数 ，s 为 偶数 时 , 则 有 (5.1.7) 成 立 . 

Gii). Sr OBR, s 为 奇数 时 , 则 有 (5.1.8) 成 立 . 

(iv). Sr 和 s 都 为 偶数 时 , 则 有 (5.1.9) 成 立 . 

上 述 定 理 的 证 明 可 以 结合 第 三 章 和 第 四 章 的 方法 进行 , 在 此 略 去 . 
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